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A 1.

Sei∆d der d-dimensionale Simplex,Cd der d-dimensionale Würfel undCrd das
d-dimensionale Kreuzpolytop, also

∆d := conv(ei ∈ R
d+1
, i = 1, . . . , d+ 1)

Cd := conv(v ∈ {+1,−1}d)

Crd := conv(±ei ∈ R
d
, i = 1, . . . , d)

Wievielek-Seiten haben∆d, Cd undCrd für 0 ≤ k ≤ d?

A 2.

(1) Seiσ := cone(w0,w1) ⊂ R2 ein zweidimensionaler spitzer Kegel. Zeige,
daß es eine unimodulare TransformationU gibt, die σ in einen Kegelσ′

abbildet, der von den beiden Vektorenv0 := (0, 1) undv1 := (p, q) mit 0 ≤
p < q aufgespannt wird.

(2) Wir wollen zeigen, daß es GitterpolygoneQ gibt, die nicht als konvexe Hülle
der inneren Gitterpunkte eines anderen Gitterpolygons auftreten können. Sei
dafürP ein Gitterpolygon undP(1), also die konvexe Hülle der inneren Git-
terpunkte vonP, sei zweidimensional.
(a) Seia1x1 + a2x2 ≤ b mit a1, a2, b ∈ Z und ggT(a1, a2) = 1 eine facetten-

definierende Ungleichung vonP(1). Zeige, daßa1x1 + a2x2 ≤ b+ 1 eine
gültige Ungleichung fürP ist.

(b) Seiv eine Ecke vonP(1). Dann ist der vonP(1) − v erzeugte Kegel un-
imodular äquivalent zu einem Kegel, der von den Vektoren (1, 0) und
(p, p+ 1) erzeugt wird.

(c) Gib ein Beispiel eines PolygonsQ, dass nicht alsP(1) eines Gitterpoly-
gonsP auftreten kann.



A 3.
Seiσ = cone(v1, . . . , vk) ein Kegel inRd undτ eine Seite vonσ. Zeige:

• τ∗ := σ∨ ∩ τ⊥ definiert eine Seite vonσ∨.
• Die Abbildungτ 7→ τ∗ ist eine inklusionsumkehrende Bijektion zwischen

den Seiten vonσ und denen vonσ∨.
• Für alle Seitenτ vonσ gilt dim(τ) + dim(τ∗) = d.

Z
Sei (L, <) eine Halbordnung.L heißtbeschränkt, wenn es ein eindeutige Elemente
1̂ und0̂ gibt mit 1̂ > x und0̂ < x für alle x ∈ L \ {1̂, 0̂}.1

L ist ein Verband, wennL eine Halbordnung ist, die zusätzlich die Eigenschaft
hat, daß es für je zwei Elementex, y ∈ L ein eindeutiges minimales Elementz
(den join x ∨ y) mit x ≤ z undy ≤ z und ein eindeutiges maximales Elementz′

(denmeet x∧ y) mit x ≥ z′ undy ≥ z′ gibt.

WennL beschränkt ist, dann reicht es, entweder die Existenz von Meets oder die
von Joins zu verlangen (wieso?).

Das Intervall zwischenx, y ∈ L ist die Menge [x, y] := {z ∈ L | x ≤ z ≤ y}. Ein
Elementy ∈ L überdecktein Elementx ∈ L, wennx < y gilt und es keinz ∈ L mit
x < z< y gibt.

Ein beschränter Verband heißtgradiert, wenn es eine Abbildungρ : L → Z

gibt mit ρ(∅) = −1 undρ(x) = ρ(y) − 1 wennx von y überdeckt wird.ρ heißt
Rangfunktion, undρ(x) ist derRangdes Elementesx ∈ L.

Ein beschränkter gradierter Verband heißtEulersch, wenn jedes Intervall die glei-
che Anzahl von Elementen ungeraden und geraden Rangs hat.

SeiP ein Polytop mit Facettenf1, . . . , fm und Eckenv1, . . . , vn.

Der Seitenverband L(P) von P ist die Menge aller Seiten vonP mit der Halbord-
nung

τ < σ :⇐⇒ τ ist echte Seite vonσ.

L(P) ist endlich, beschränkt, gradiert und Eulersch (wieso?).

Die Ecken-Facetten-Inzidenzmatrix ist eine MatrixM = (mi j ) mit Einträgen

mi j :=















1 vi liegt in f j

0 sonst

(1) Zeige, daß sich der Seitenverband aus der Ecken-Facetten-Inzidenzmatrix
rekonstruieren läßt.

(2) Kann man die Dimension vonP bestimmen?
(3) Finde einen Zusammenhang zwischen dem Seitenverband (der Inzidenzma-

trix) von P und dem Seitenverband (der Inzidenzmatrix) vonP∨.


