FREIE UNIVERSITAT BERLIN GITTERPOLYTOPE
Insititut fur Mathematik Il Wintersemester 20R806

Christian Haase
Andreas Pfienholz

2. AUFGABENBLATT
7. NoveMBER 2005

AUFGABE 1.

Sei A4 derd-dimensionale SimplexZy4 der d-dimensionale Wurfel un€ry das
d-dimensionale Kreuzpolytop, also

Ag:=conve eR¥i=1...,d+1)
Cq := convy € {+1, -1}9)
Crq:=convite eR%i=1,...,d)

Wievielek-Seiten habeny, C4 undCry fUr 0 < k < d?

AUFGABE 2.

(1) Seio = conefv, W;) c R? ein zweidimensionaler spitzer Kegel. Zeige,
dal3 es eine unimodulare Transformatldrgibt, die o in einen Kegelo’
abbildet, der von den beiden Vektoren:= (0,1) undv; := (p,q) mit 0 <
p < g aufgespannt wird.

(2) Wirwollen zeigen, dal3 es Gitterpolygo@agibt, die nicht als konvexe Hillle
der inneren Gitterpunkte eines anderen Gitterpolygortseiah kdnnen. Sei
dafiir P ein Gitterpolygon undP®), also die konvexe Hille der inneren Git-
terpunkte vorP, sei zweidimensional.

() Seiagx; + axX, < bmitag, a,, b e Zund ggTh, a;) = 1 eine facetten-
definierende Ungleichung vd#b). Zeige, dafyx; + axX, < b + 1 eine
gultige Ungleichung fuP ist.

(b) Seiv eine Ecke vorP®. Dann ist der vorP® — v erzeugte Kegel un-
imodular aquivalent zu einem Kegel, der von den Vektore®)1lind
(p, p+ 1) erzeugt wird.

(c) Gib ein Beispiel eines Polygor® dass nicht al®® eines Gitterpoly-
gonsP auftreten kann.



AUFGABE 3.

Seio = conef, . .., ) ein Kegel inRY undr eine Seite vowr. Zeige:
e 7" =0’ N1t definiert eine Seite von".
e Die Abbildungr — t* ist eine inklusionsumkehrende Bijektion zwischen
den Seiten vowr und denen voir".
e Fir alle Seiterr vono gilt dim(7) + dim(r*) = d.

Z USATZAUFGABE

Sei (L, <) eine Halbordnund. heil3tbeschranktwenn es ein eindeutige Elemente
1 und0 gibt mit1 > xund0 < xfurallex e L\ {1,0}.1

L ist ein Verband wennL eine Halbordnung ist, die zusatzlich die Eigenschaft
hat, dal3 es fur je zwei Elemenkey € L ein eindeutiges minimales Element
(denjoin x v y) mit x < zundy < zund ein eindeutiges maximales Element
(denmeet xA y) mit X > Z undy > Z gibt.

WennL beschrankt ist, dann reicht es, entweder die Existenz veatdloder die
von Joins zu verlangen (wieso?).

Das Intervall zwischerx,y € L ist die Menge k,y] :={ze L | x < z < y}. Ein
Elementy € L Uberdeckein Element € L, wennx < y gilt und es keirz € L mit
X < z<yqibt.

Ein beschranter Verband hei@tadiert, wenn es eine Abbildung : L — Z
gibt mit p(0) = -1 undp(x) = p(y) — 1 wennx vony uberdeckt wirdp heifl3t
Rangfunktionundp(X) ist derRangdes Elementes € L.

Ein beschrankter gradierter Verband hétidtersch wenn jedes Intervall die glei-
che Anzahl von Elementen ungeraden und geraden Rangs hat.

SeiP ein Polytop mit Facettemy, ..., f,,und Eckenvy, ..., V,.

Der Seitenverband (P) von P ist die Menge aller Seiten vaa mit der Halbord-
nung

T<0o & Ttistechte Seite voo.
L(P) ist endlich, beschrankt, gradiert und Eulersch (wieso?)
Die Ecken-Facetten-Inzidenzmatrix ist eine Matix= (m;) mit Eintragen
1 v; liegtin f;
m; Z:{ IS0 ’
0 sonst

(1) Zeige, dal sich der Seitenverband aus der Ecken-Fadattielenzmatrix
rekonstruieren laf3t.

(2) Kann man die Dimension vda bestimmen?

(3) Finde einen Zusammenhang zwischen dem Seitenverbanth@denzma-
trix) von P und dem Seitenverband (der Inzidenzmatrix) ¥on



