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AUFGABE 1.

SeiG ein (nicht notwendig zusammenhangender) gerichteteplGmat n Knoten
unde Kanten. Die Knoten sind mit, . . ., Vv, die Kanten miky, ..., ke durchnu-
meriert.

Die Adjazenzmatrixon G ist eine (1 x €)-Matrix A = (a&;) mit g; = 1 wenn es
eine Kante vom Knotenzum Knotenj gibt, a; = —1 wenn es eine Kante vom
Knoten j zum Knoteni gibt, unda; = 0 andernfalls. Zu jeder Kanteg ist ein
Kapazitatsinterval[c;, Ci] € R, zu jedem Knoten; ein Bedarf hh € R gegeben.

Ein FluR auf G ist eine AbbildungE(G) — R, die jeder Kantek eine reelle
Zahl (den Flul? auf der Kante) aus dem Intervgli€Ci] zuordnet, so dal3 in jedem
Knotenv; die Summe der Flusse auf den eingehenden Kanten minus den&u
der Flusse auf den ausgehenden Katest.

Das zugehorig&lusspolytop KG) ist die Menge aller Fluisse
F(G) :={xeR®*|Ax=b, ¢ < x <Cj},

wobeib := (B)1<icy € R" ist.

Wir wollen im Folgenden zeigen, dal3 FluRpolytope Gitteypagde sind, wenn
sowohlb als auch die KapazitatsschrankgyC;, 1 < i < e ganzzahlig sind.

Dafur zeigen wir zuerst, dal? die Adjazenzmagkirine total unimodulare Matrix
ist, d.h. jeder quadratische Minor sollte Determinante€rad haben. Ein solcher
Minor ist durch die Auswahl vom Knoten (Zeilen)v, k € | und vonr Kanten
(Zeilen)k;, | € J gegeben. Seh ein solcher Minor.

(1) Zeige, daRA Blockdiagonalform hat, wobei die Blocke den Zusammen-
hangskomponenten des durch die ausgewahlten Knoten unigriKandu-
zierten Graphef®(A) entsprechen.

(2) Zeige: Wenn die ausgewahlten Kanten einen Kreis ehatlann ist der
Kern vonA nicht leer, also de&) = 0.

(3) Zeige: Wenn die ausgewahlten Kanten einen Weg zwisztvennicht-aus-
gewahlten Knoten enthalten, dann ist der Kern vomicht leer, also ist
det(d) = 0.



Also konnen wir annehmen, daf} die ausgewahlten Kanteenddaum bilden,
von dem alle bis auf einen Knoten (die Wurzel) ausgewahtt.si

(4) Nun ordnen wir die Ecken und Kanten unseres Baumes neu:
(&) Ordne die Ecken nach Abstand zur Wurzel.
(b) Ordne die Kanten nach ihrem maximalen Endpunkt
Zeige, dal3 dies eine Dreiecksmatrix ergibt. Was folgt déér inre Deter-
minante?
(5) Folgere nun, daA total unimodular ist.

Jetzt mussen wir zeigen, daf’ daraus folgt, B&B) ein Gitterpolytop ist.

(6) Zeige, dal3 jeder quadratische Minor vaine ganzzahlige Inverse haig:
Cramersche Reggl

(7) Zeige, dal} die Ecken des Fluf3polytops Punkte sind, digeeder Kapazi-
tatsschranken mit Gleichheit erfullen.

(8) Folgere, dal3 die Ecken des Flu3polytops ganzzahlig sind



